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IZ ZNANOSTI IN STROKE

Sandi Berk

Intitut za geodezijo in fotogrametrijo FGG, Ljubljana
Prispelo za objavo: 1999-09-02

Pripravijeno za objavo: 1999-12-08

Izviecek ,

Obravnavana je problematika prikazovanja ukrivijenih
ploskev na ravaini. § postopkom Delaunayjeve triangulacije
lahko iz niza zajetih tock tvorimo Zi¢no ogrodje ploskve.
Ulkrivljeno ploskev torej aproksimiramo z ravnimi trikotnimi
ploskvicami. Predstavljena je metoda razpenjanja Zicnega
ogrodja ploskve na ravnino. Razpenjanje izvedemo tako, da
vsota kvadratov linijskih deformacij vzdolz celotnega ogrodja
doseze najmanjso vrednost. Ideja zanj izhaja iz Airyjevega
merila za projekcijo najmanjih deformacij.

Kljucne besede: Airyjevo merilo, Delaunayjeva
triangulacija, izravnava, linijska deformacija, razpenjanje,
ukrivljena ploskev, Zicno ogrodje

1 UvVOD

rvi kartografski prikazi zemeljskega povrgja so bili narejeni Se v dobri veri, da je
le-to ravno. Zadetek druge stopnje v razvoju kartografije sega v obdobje antike, v
¢as Pitagore (6. stol. pr. 1. §.), ko je dozorelo spoznanje, da je zemeljsko povi§je
ukrivljena ploskev. Pojavili so se dokazi, da ima Zemlja obliko krogle, in posledica
teh spoznanj je bil pojav prvih kartografskih projekeij (Jovanovi¢, 1983). Seveda pa se
s problemi preslikavanja ploskev na ravnino ne sreujemo le v kartografiji. Taksne
potrebe se pojavljajo tudi v konservatorstvu (npr. pri restavriranju stropnih fresk in
ornamentov), v medicini in drugje. IzkaZe se, da je preslikavanje takSnih, ne vnapre]
opredeljivih ploskev dokaj zahtevna naloga. Namen prispevka je prikazati
problematiko preslikavanja ploskev na ravaino in predstaviti eno izmed aplikativnih
reditey, uporabljenih v nekartografske namene.

2  PRIKAZOVANJE UKRIVLJENIH PLOSKEV NA RAVNINI

omnimo se nekaterih osnovnih lastnosti gladkih ukrivijenih ploskev (npr.
ovanovié, 1983). Preseke z ravninami, ki vsebujejo normalo na ploskev v dani
tocki, imenujemo normalni preseki. Normalni preseki imajo lahko v dani tocki
razliéne krivinske polmere. Normalna preseka z najvecjim in najmanjiim krivinskim
polmerom sta vedno medsebojno pravokotna in ju imenujemo glavna normalna

[
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preseka. Ustrezna krivinska polmera ozna¢imo z Ry in R, in ju imenujemo glavna
krivinska polmera ploskve v dani to¢ki. S pomogjo teh dveh polmerov definiramo
polno ali GauBovo ukrivljenost ploskve v dani todki kot

K = (R, RZ)“,

Posebna skupina ploskev so tiste, ki jih lahko tvorimo s premikanjem premice v
prostoru. Imenujemo jih premonosne ploskve; skozi vsako tocko takine ploskve
lahko poloZimo vsaj eno premico, ki v celoti lezi na ploskvi. Vendar pa to $e ni
zadosten pogoj, da lahko ploskev razvijemo na ravnino; premonosna ploskev je na
primer tudi enodelni hiperboloid (Slika 1, levo). Ploskev, ki jo lahko brez deformacij
razvijemo na ravnino, imenujemo odvojna ploskev. Za vsako to¢ko na njej je
GauBlova ukrivljenost (K) enaka 0.

K=0

Slika 1: Enodelni hiperboloid (levo) in stozasta ploskev (desno);
obe ploskvi sta premonosni, stoZéasta je tudi odvojna

Odvojne ploskve tvorimo s premikanjem premice vzdol? neke krivulje (vodilje). Ce jo
premikamo vzporedno v dano smer, dobimo valjasto ploskev, ¢e pa ima premica
nepremicno tocko, dobimo stoZfasto ploskev (Slika 1, desno). Le pri takinih ploskvah
lahko torej govorimo o razvijanju oziroma razgrnitvi na ravnino. Za vse ostale
ploskve prehod na ravnino ni moZen brez popacenja vsebine (Jovanovié, 1983).
Srecamo se torej z osnovnim problemom matematiéne kartografije: kako ukrivijeno
ploskev oziroma elemente na njej preslikati na ravnino tako, da bodo deformacije
¢im manjSe? Preslikava ploskve na ravnino brez deformacij bi pomenila ohranitev
dolzin vseh linijskih elementov, s tem pa tudi ohranitev kotov in povrin.

Postopek, ki nas privede do Zelenega rezultata, imenujemo projiciranje oziroma
preslikavanje ukrivljene ploskve na ravnino. Oba pojma obi¢ajno dojemamo kot
sinonima, ¢eprav projiciranje v oZjem pomenu izraZa geometrijski postopek, kjer
odnose med tockami na dani ploskvi in ustreznimi to¢kami na neki pomoZni odvojni
ploskvi (npr. pla$¢ valja ali stoZca) ali pa neposredno na ravaini vzpostavimo s
pomocjo centralnega ali vzporednega snopa premic. Pojem preslikava pa izraza
matematino zvezo med tockami na ploskvi in ustrezninu tockami (sliko) na ravaini.
Zelo malo kartografskih projekcij je v resnici mogoce obravnavati kot geometrijsko
projiciranje; poimenovanja posameznih projekeij (npr. stozCasta, valjna, horizontna),
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ki nakazujejo nanj, imajo bolj didakticni znacaj (Jovanovic, 1983). Véasih se s tem v
zvezi pojavlja delitev na geometrijske in matematitne kartografske projekeije.

3 DEFORMACIJE PRI PRESLIKAVAH UKRIVLJENIH PLOSKEV

Jelikost deformacije v preslikani tocki (na ravnini) izrazamo ¢ tako imenovanim
linijskim merilom. To je razmerje med neskontno majhnim linijskim elementom
(daljico) na projekeijski ravnini in ustreznim linijskim elementom na ploskvi

AB’

kjer sta AB dolZina loka na ploskvi, A'B" pa dolZina slike le-tega na ravnini (Maling,
1973, Jovanovi¢, 1983). Linijskega merila ne smemo zamenjevati z glavnim merilom
oziroma deklariranim merilom karte. To je pomanjSava vsebine karte, ki jo lahko
izvedemo pred ali po preslikavi na ravaino in nima vpliva na deformacije vsebine.
Strogo vzeto se linijsko merilo nanasa na toéno dolofeno smer v dani tocki, odvisno

- je namref od smert, iz katere tocko B v enadbi 3.1 priblizujemo tocki A , torej velja
c, = c (o).

zelimo seveda, da se razmerja med linijskimi elementi na ploskvi in ustreznimi
slikami le-teh na ravoini ¢imbolj ohranjajo. Odstopanje linijskega merila od enote

e, = 1—-c¢c, 3.2

imenujemo linijska deformacija. Ta je lahko negativna ali pozitivna, odvisno od tega,
ali gre za skrlek ali raztezek linijskega elementa.

4 1ZBIRA OPTIMALNIH PROJEKCI] UKRIVLJENIH PLOSKLEY

ako torej izberemo najustreznejfo projekcijo? Za vsako ploskev lahko
konstruiramo poljubno Stevilo razlicnih konformnih (kotno pravilnih) in tudi
ekvivalentnih (povriinsko pravilnih) projekeij. Nikoli pa za ploskev, ki ni odvojna,
projekeija na ravnino ne more biti hkrati konformna in ekvivalentna. Izbiro
najustreznejSe projekceije dolocajo oblika in velikost obmo€ja preslikave, oblika
ploskve, ki jo oziroma s katere preslikujemo in predvsem nad namen. Za potrebe
razliénih kartometriénih nalog (merjenje kotov oz. smeri, merjenje povrsin, merjenje
dolzin) izbiramo projekcije glede na vrsto oziroma znadaj deformacij (Maling, 1989).
Kadar poleg ploskve, ki jo preslikujero na ravaino, opredelimo oziroma ustrezno
omejimo tudi obmodje preslikave, lahko govorimo o optimalni projekeiji. To je
projekcija, za katero so — v celoti gledano — deformacije minimalne. Gre za tako
imenovano Airyjevo merilo, ki terja, da je vsota kvadratov linijskih deformacij vzdolZ
celoinega preslikanega obmodja minimalna (Maling, 1973). Zapifemo ga lahko v
obliki

2-m

H( fez (OL) : doc] - dS = min
S o=0

kjer je e(or) linijska deformacija v dani tocki in dani smeri, 5 pa obmodje preslikave,
Projekcijo, ki zadovoljuje zgoraj navedeni pogoj, imenujemo tudi projekeija
najmanjSih deformacij. Poleg projekcije (absolutno) najmanjsih deformacij lahko
govorimo tudi o konformni projekeiji najmanjdih deformacij in ekvivalentni projekeiji

[
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najmanjsih deformacij. Pogoj je isti tudi za ti dve projekciji, seveda pa morata hkrati
izpolnjevati Se ustrezni pogoj konformnosti oziroma ekvivalentnosti. Izpeljava taksnih
optimalnih projekcij je tudi za relativno enostavne ploskve in enostavno opredeljena
obmodja obitajno prezahtevna in analitiéno neizvedljiva naloga. Konformna
projekcija najmanjsibh deformacij za preslikavo obmocja na elipsoidu, omejenega z
zaklju¢enim poligonom, je bila na primer predstavljena Sele pred kratkim (Nestorov,
1997) in je v praksi izvedljiva le z numericnimi metodami.

5 NEKARTOGRAFSKE PROJEKCIJE UKRIVLJENIH PLOSKEV

Jostopki preslikavanja zemeljskega povr§ja na ravnino so predmet matemati¢ne
kartografije. Temeljijo na tem, da je na$a ploskev relativno enostavna: krogla

(sfera) ali rotacijski elipsoid (sferoid). Kljub temu so izpeljave kartografskih projekeij
— kot smo videli — velikokrat zelo zahtevne. Ce se ne omejujemo veé na kroglo
oziroma elipsoid, ampak obravnavamo ploskve na splosno, se torej sre¢amo z
velikimi problemi. Vsaka malo bolj kompleksna ploskev postane z vidika
preslikavanja na ravnino v praksi analiticno neobvladljiva, kar pomeni, da trud, ki bi
bil potreben za izpeljavo ustreznih enacb projekeij, po vsej ver;etnostl ne bi bil
povrnjen. Ce Zelimo nalogo refevati analitiéno, moramo naso ploskev aproksimirati s
taksno, za katero so ustrezne enacbe projekcij Ze izpeljane. Pri tem pa seveda lahko
pride do precej$njih odstopanj. Ena izmed reSitev problema, pri kateri se odpovemo
analiti¢nemu pristopu refevanja naloge, bo opisana v nadaljevanju.

6 TYORBA ZICNIH OGRODIJ UKRIVLJENIF PLOSKEV

a mersko (metriéno) obravnavo ploskve je treba najprej doloditi dovolj primerno
srazporejenih tock na njej. Gostota tock je odvisna od ukrivljenosti ploskve na
danem obmodju in od zahtevane natancnosti. Obi¢ajno izberemo dobro dolocljive
tocke detajla na povrini ploskve. Koordinate teh tock (%, y, z) lahko dolocimo na
primer s postopki dvoslikovne fotogrametrije. Pri tem uporabimo poljuben (lokalni)
pravokotni koordinatni sistem. Ploskev lahko sedaj opiSemo analiti¢no (kot
aproksimacijsko ploskev dolocenega tipa), ali pa jo predstavimo v obliki
neenakomerne trikotniSke mreZe. Zadnja je definirana kot mreZa stikajocih se
ravninskih trikotnikov, ki se glede na razporeditev tock (odvisno od geometrije
ploskve) razlikujejo v velikosti, obliki in naklonu.

ikotniSko mreZo tvorimo s pomodjo niza raztresenih tock, obicajno z

i Delaunayjevo triangulacijo. Gre za najboljSo trikotniSko aproksimacijo dane
ploskve; dobljeni trikotniki se kar najbolj pribliZzajo enakostrani¢nim (Clarke, 1995).
Osnovni algoritem Delaunayjeve triangulacije v trirazseZnem prostoru je zelo
enostaven. Iz niza zajetih tock na ploskyi izberemo poljubno trojico Tyorimo
najmanjso kroglo ki 8e vsebuje vse tri izbrane tocke. Nato preverimo, ali je Se kaka
druga tocka iz niza znotraj takSne krogle. Ce taksnih tock ne na]demo potem izbrana
irojica predstavlja Delaunayjev trikotnik. S takSnimi preverjanji lahko pois¢emo vse
Delaunayjeve trikotnike. Z uporabo algoritma Delaunayjeve triangulacije je torej
tvorba trikotnidke mreZe enolidna in avtomatiéna. Ce predhodno ne dolocimo roba
triangulacije {obodnega poligona), je rezultat triangulacije konveksna lupina. Z
ustreznim merilom za izloCanje robnih trikotnikov z zelo ostrimi koti v ogliscih lahko
tudi iskanje smiselnega roba obmo¢ja prepustimo racunalniku. Dobljeno trikotniSko
mrezo imenujemo tudi Zi¢no ogrodje ploskve.

296 -
Geodetski vestnik 43 (1999) 4




7 RAZPENJANJE ZICNIH OGRODIJ UKRIVLJENIH PLOSKEY

zgoraj opisanem postopku ploskev aproksimiramo z ravaimi trikotnimi
ploskvicami; robovi le-teh (stranice trikotnikov) tvorijo palicno konstrukeijo.
Osnovna ideja je v tem, da dobljeno konstrukeijo preoblikujemo v ravninskeo tako, da
jo pri tem ¢im manj deformiramo, Zato bomo v nadaljevanju namesto o projekciji
govorili o razpenjanju Zinega ogrodja ploskev na ravaino. Nakazano resitev v praksi
zelo enostavno prevedemo na izravnavo ustrezne trilateracijske mreZe. Prave
(prostorske) dolZine stranic trikotnikov dobijo vlogo dolzinskih opazovanj. Rezultat
izravnave so popravki dolzin, in sicer taksni, da Zi¢no ogrodje postane ravainsko in da
je vsota kvadratov popravkov dolZin stranic, pomnoZenih z ustreznimi uteZmi,

minimalna
N
p, - v = min, 7.1

i
i=1
kjer so N S§tevilo vseh stranic mreZe, v; popravek dolZine i-te stranice in p; ute? i-te
" stranice. Pomembna je torej pravilna izbira uteZi. Linijska merila stranic po
razpenjanju lahko izrazimo kot

d, +v,

¢ = et 7.2
d,

kjer je d; prava dolZina stranice. Vstavimo enacbo 7.2 v enacbo 3.2 in izrazimo
linijsko deformacijo i-te stranice

e =1l-¢ =-—. 7.3
d.

i

Za optimalno razpenjanje smiselno uporabimo Airyjevo nacelo, da je vsota kvadratov

linijskih deformacij vzdolZ celotne kohstmkcije minimalna
N

>lel = min. 7.4
i=1
Enacba 7.4 je le drugaen zapis enacbe 7.1 in upostevaje enacbo 7.3 dobimo

N 1

€ :pi'vrjpi:?'
a;

(

Utez dolZine i-te stranice mora torej biti obratnosorazmerna kvadratu dolZine.
TakSen izbor uteZi nam zagotavlja, da je vsota kvadratov linijskih deformacij vzdolz
celotne konstrukcije pri razpenjanju minimalna. Rezultat postopka je optimalno
razpeto %icno ogrodje ploskve, kar je zelo dobra aproksimacija optimalne projekcije
(projekcija najmanjSih deformacij) dane ploskve na ravnino; z zgo§fevanjem tock na
ploskvi bi se namrec vse bolj bliZali rezultatu, kakrnega bi dobili s tak$no optimalno
projekcijo.

ako zastavljeno trilateracijsko mreZo izravnamo kot prosto ravninsko mrezo.
Postopek izravnave je iterativen. Kot zacetne priblizne koordinate vzamemo kar
koordinate zajetih tock (oglis¢ trikotnikov) brez z-koordinate. Prvi priblizek je torej
pravokotna projekcija Zi¢nega ogrodja na ravnino xy. Ogrodje prej v lokalnem
koordinatnem sistemu obrnemo tako, da je regresijska ravnina vozlis¢ ogrodja (oglis¢

=
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