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deformation analysis, robust methods, numerical example

This article describes the deformation analysis approach 
with robust methods in geodetic networks. The characteristic 
of this approach is the iterative weighted similarity 
transformation in which the displacement vector d is 
transformed into a datum determined by points with a 
smaller coordinate difference between two epochs. The 
article first gives a theoretical background of the approach, 
and then the approach is applied to the case of simulated 
measurements in two epochs. The calculated results of the 
deformation analysis approach with the robust methods in 
the present case do not differ significantly from the results 
obtained by conventional deformation analysis approaches.

deformacijska analiza, robustne metode, računski primer

V članku je opisan postopek deformacijske analize v 
geodetskih mrežah z robustnimi metodami. Značilnost tega 
postopka je iterativno prilagajanje uteži in transformacija 
S, tako da se vektor premikov d transformira v datum, 
ki ga določajo točke z manjšo koordinatno razliko med 
dvema terminskima izmerama. V članku je najprej podano 
teoretično ozadje postopka, nato je postopek uporabljen na 
primeru simuliranih meritev v dveh terminskih izmerah. 
Izračunani rezultati postopka deformacijske analize z 
robustnimi metodami na obravnavanem primeru se ne 
razlikujejo bistveno od rezultatov, pridobljenih s klasičnimi 
postopki deformacijske analize.
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1	 UVOD

Z metodami deformacijske analize lahko na podlagi geodetskih meritev, ki jih opravimo na točkah geo-
detske mreže v različnih časovnih trenutkih, ugotavljamo stabilnost referenčnih točk v geodetski mreži in 
določamo premike kontrolnih točk na objektih (Bogatin in Kogoj, 2006). Metode deformacijske analize 
razdelimo (Welsch in Heunecke, 2001) na:

–– metode, v katerih so premiki in deformacije uporabljeni kot funkcije časa, ali pa čas ni modeliran,
–– metode, v katerih so premiki in deformacije uporabljeni kot funkcije vzročnih sil, ali pa vzročne 

sile niso modelirane,
–– metode, ko je stanje objekta v ravnovesju, ali nenehno v gibanju,
–– opisne (deskriptivne) oziroma vzročne (kavzalne) modele.

Testiranje statistično značilnih premikov v metodah deformacijske analize obravnavamo s klasičnimi 
postopki in tudi z robustnimi postopki deformacijske analize (Savšek, 2017).

2	 TEORETIČNO OZADJE

Deformacijsko analizo z robustnimi metodami razdelimo na šest korakov (Lim in Setan, 2014; Ogundare, 
2016), ki jih podrobneje opišemo v podpoglavjih v nadaljevanju.

2.1	 Izravnava meritev vsake posamezne terminske izmere posebej kot proste mreže in 
odkrivanje morebitnih grobo pogrešenih meritev 

Podobno kot pri drugih metodah deformacijske analize lahko med seboj primerjamo le terminske izmere, 
ki se po natančnosti meritev ne razlikujejo statistično značilno ter imajo usklajeno natančnost kotnih in 
dolžinskih meritev (Ambrožič, 2004). Med meritvami v posamezni terminski izmeri ne sme biti grobo 
pogrešenih, zato jih poiščemo in izločimo. Za iskanje in izločitev uporabimo enega izmed splošno znanih 
postopkov (Caspary, 1988; Grigillo in Stopar, 2003). Za deformacijsko analizo v geodetskih mrežah z 
robustnimi metodami moramo uporabiti rezultate izravnave meritev posamezne terminske izmere kot 
proste mreže, saj pred deformacijsko analizo ne vemo, katera referenčna točka je stabilna in katera ne 
(Chen et al., 1990). Orientacijske neznanke in morebitno neznanko faktorja merila mreže moramo v 
enačbah popravkov odstraniti z eno od metod redukcije neznank (Van Mierlo, 1978).

2.2	 Transformacija terminskih izmer v isti geodetski datum z uporabo transformacije S 

Če se v geodetski mreži število točk v eni terminski izmeri razlikuje od števila v drugi terminski izmeri, 
ali je v obravnavanih terminskih izmerah različen geodetski datum (ker smo na primer v eni izmeri merili 
samo smeri, v drugi pa dolžine in smeri), moramo koordinatne neznanke neidentičnih točk izločiti oziroma 
geodetski datum uskladiti. To lahko naredimo s transformacijo S, ki je dobro opisana v literaturi (Van 
Mierlo, 1978; Caspary, 1988; Marjetič in Stopar, 2007). Po tem koraku lahko primerjamo koordinate 
točk različnih terminskih izmer med seboj, saj se vse točke nanašajo na isti geodetski datum.

2.3	 Testiranje homogenosti natančnosti meritev obravnavanih izmer 

Testiranje homogenosti natančnosti meritev obravnavanih izmer naredimo s testiranjem hipoteze o 
homogenosti natančnosti meritev v dveh izmerah, kar je mnogokrat opisano v literaturi (Chrzanowski 
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et al., 1986; Mihailović in Aleksić, 1994; Ambrožič, 2001). Po testiranju izračunamo novo oceno za 
referenčno varianco a posteriori 2σ̂  in skupno število nadštevilnih meritev v dveh izmerah f (Ambrožič, 
2001 – enačba (4); Mihailović in Aleksić, 1994 – enačba (5.2.5); Chrzanowski et al., 1986 – enačba 
(4.11); Frankić, 2012 – enačba(8)). 

2.4	 Izračun vektorja premikov in pripadajoče kovariančne matrike premikov iz rezultatov 
izravnave obravnavanih izmer

Po testiranju statistične homogenosti natančnosti meritev dveh obravnavanih med seboj mersko ne-
odvisnih izmer izračunamo vektor premikov d in pripadajočo kovariančno matriko premikov Qdd po 
mnogokrat zapisanih enačbah (Chen et al., 1990 – enačba (10); Vrečko in Ambrožič, 2013 – enačbi (1) 
in (4); Mihailović in Aleksić, 1994).

2.5	 Izračun vektorja premikov z uporabo iterativnega prilagajanja uteži s transformacijo S 
in izračun kovariančne matrike premikov 

Ker nestabilnih referenčnih točk geodetske mreže še nismo identificirali, se lahko izračunani premiki 
nanašajo na geodetski datum, ki ga določajo tudi te nestabilne referenčne točke, ali pa imamo lahko 
v obravnavanih terminskih izmerah različen geodetski datum. Težavo rešimo z metodo iterativnega 
prilagajanja uteži s transformacijo S (angl. Method of Iterative Weighted Similarity Transformation ali na 
kratko IWST), ki jo je predlagal Chen, 1983. Drugi raziskovalci (Pardoe et al., 2018, ali Berné Valero 
in Beselga, 2005) metodo imenujejo IRLS (angl. Iteratively Reweighted Least Squares).

Metoda iterativnega prilagajanja uteži s transformacijo S temelji na tem, da transformiramo vektor pre-
mikov d v datum, ki ga določajo točke z manjšo koordinatno razliko med dvema terminskima izmerama. 
Manjšim koordinatnim razlikam med dvema terminskima izmerama tako dodelimo večjo utež, večjim 
koordinatnim razlikam pa manjšo utež (Vrečko in Ambrožič, 2013).

Če torej v transformaciji S obravnavamo nestabilne referenčne točke kot grobo pogrešene meritve, lahko z 
robustnimi (statističnimi) metodami, ki v splošnem zmanjšajo ali celo eliminirajo vpliv grobo pogrešenih 
meritev, rešimo problem določitve geodetskega datuma. Geodetski datum določimo z oceno M, ki je 
posplošena metoda največjega verjetja (angl. Maximum Likelihood Estimation) (Marjetič in Kregar, 2016). 
Teoretično s tem postopkom določimo datum, ki minimizira prvo normo končne projekcije vektorja 
premikov (Chen, 1983; Setan in Singh, 2001; Vrečko in Ambrožič, 2013; Amiri-Simkooei et al., 2017).

Postopek je modifikacija transformacije S (Marjetič in Stopar, 2007). V klasični transformaciji S imamo 
v matriki Ei, kot sta jo označila Marjetič in Stopar, 2007, v enačbi (31) vrednosti na diagonali le 0 ali 1. 
V metodi iterativnega prilagajanja uteži pa matriko Ei zamenjamo z matriko uteži W(it), vrednosti njenih 
elementov na diagonali določimo z iteracijskim postopkom. Vektor premikov točk d in pripadajočo 
kovariančno matriko premikov Qdd izračunamo:

	 d(it)  S(it) d,	 (1)

	 ( )T( ) ( ) ( )it it it=dd ddQ S Q S ,	 (2)

kjer so:
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S(it)  I  H(HT W(it)H)1HT W(it) … matrika transformacije S velikosti 2 m  2 m (m je število točk v 
geodetski mreži),	 (3)

H … datumska matrika velikosti 2 m  d (d je defekt datuma) – (Marjetič in Stopar, 2007 – enačba 
(13); Marjetič et al., 2012),

( )( ) ( )diagit it
iω=W  … matrika uteži velikosti 2 m  2 m,	 (4)

( )it
iω  … vrednost utežne funkcije, njen izračun podajamo v nadaljevanju (i=1…2m),

(it) … iteracijski korak.

Na začetku privzamemo, da je matrika uteži enaka enotski matriki:

	 ( 0) ( 0) oz. 1, 1 2 ,it it
i i mω= == = = …W I 	 (5)

torej vse točke v enaki meri določajo datum mreže. Ta rešitev je popolnoma enaka rešitvi, ki bi jo dobili 
po transformaciji S v prosto geodetsko mrežo (Caspary, 1988). Na začetku uporabimo vektor kompo-
nent premikov točk d (izračunan v podpoglavju 2.4): d(it0)  d. Nato v naslednjih iteracijah izračunamo 
vektor komponent premikov točk

	 d(it1)  S(it1) d(it)	 (6)

tako, da v matriki transformacije S

	 S(it1)  I  H(HT W(it1)H)1HT W(it1)	 (7)

uporabimo z različnimi ocenami M izračunane matrike uteži W(it1). Vrednosti elementov na diagonali 
matrike uteži (4) torej izračunamo z različnimi utežnimi funkcijami. Poznamo mnogo različnih utežnih 
funkcij, izbrane smo za 2D-geodetske mreže uporabili v naši raziskavi. Podajamo jih v preglednici 1.

Števec iteracijskih korakov oziroma ponovitev (it) gre od nič do vrednosti, ki jo dobimo, ko je izpolnjen 
pogoj, da je največja razlika komponent vektorja premika |d(it1)  d(it)| manjša od izbrane meje prekinitve 
iteracijskega procesa δ (Setan in Singh, 2001; Taşçi, 2008; Sušić et al., 2017):

	 max.(|d(it1)  d(it)|)  δ.	 (8)

Preglednica 1:	 Utežne funkcije. V enačbah je di
(it) komponenta vektorja premika točke i, torej ali dyi

(it), ali dxi
(it), enačba (1 oziroma 

6), σdi
 pa standardna deviacija komponente premika točke i, torej ali σdyi

, ali σdxi
, ki je diagonalni element matrike 

kofaktorjev koordinatnih neznank, enačba (2). si
(it) je dolžina vektorja premika, računana po enačbi (11), σsi

 je 
standardna deviacija premika točke i, računana po enačbi (12).

Utežna 
funkcija

Ocena za komponente vektorja premika točke i Ocena za premik točke i

ocena L1

( 1)
( )

1it
i it

id
ω + = ( )

( )
1 1it

i it
is

ω + =

ocena L1L2 ( )
( 1)

2( )

1

1
2

it
i

it
id

ω + =

+
( )

( 1)

2( )

1

1
2

it
i

it
is

ω + =

+

ocena Lp 
2( 1) ( ) ,  1,2it it

i id
ν

ω ν
−+ = =

2( 1) ( )it it
i is

ν
ω

−+ =
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Utežna 
funkcija

Ocena za komponente vektorja premika točke i Ocena za premik točke i
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( )

( )

( )
( )
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,  
         i

it
i i

it
iti i di

i iit
i

d q

q cq
d q

d

ω σ+

 ≤
= = >


( )

( )

( )
( )

1

1          

, 
         i

it
i i

it
iti i si

i iit
i

s q

q cq
s q

s

ω σ+

 ≤
= = >

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ω σ
π

+
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iit

i i d
i

d
q c

q
ω σ+

  
  = − =
  

  

( )
( ) 2
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s
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1 2
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d q
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q
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1 2
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exp          i
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Ocena L1 minimizira prvo normo vektorja komponent premika 
2

( )
1

1

min
m

it
i

i

d
=

= =∑d , ta ocena zmanjša 

vpliv grobo pogrešenih meritev. Prvi jo je uporabil avtor postopka Chen (1983) in več drugih avtorjev 
(Setan in Singh, 2001; Taşçi, 2008; Pennacchi, 2008; Erenoglu, 2018). Rešitev nedoločenosti v di

(it)  0 
opisujemo v nadaljevanju, glej enačbi (9a) in (10).
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Ocena L1–L2 ohranja prednosti ocen L1 (zmanjša vpliv grobo pogrešenih meritev) in L2 (rešitev je eno-
lična), za majhne di

(it) se obnaša kot L2, za večje pa kot L1 (Pennacchi, 2008). 

Raziskovalci predlagajo v oceni Lp (Pennacchi, 2008) vrednost eksponenta ν  1,2, saj s takšno izbiro 
ohranimo robustnost ocene (na oceno grobo pogrešene meritve malo vplivajo), težavo predstavlja nedo-
ločenost v di

(it)  0  – rešitev te težave opisujemo v nadaljevanju, glej enačbi (9b) in (10).

Za izračun Huberjeve ocene lahko uporabimo za c  1,3450 (Pennacchi, 2008; Banaś, 2017; Pardoe et 
al., 2018), drugi avtorji (Nowel, 2015; Gašinec in Gašincová, 2016; Hassan, 2016; Sušić et al., 2017; 
Erenoglu, 2018) pa predlagajo vrednosti za c med 1,5 in 2.

Prav tako lahko za izračun modificirane Huberjeve ocene uporabimo za c  1,2107 (Pennacchi, 2008), 
drugi avtorji, ki jo imenujejo Andrewsova ocena, pa predlagajo c  1,52 (Andrews, 1974; Erenoglu, 
2018) ali c  1,3392 (Pardoe et al., 2018), težavo pa predstavlja nedoločenost v di

(it)  0  – rešitev te 
težave opisujemo v nadaljevanju, glej enačbi (9c) in (10).

Za izračun Fairove ocene uporabimo za c  1,3998 (Pennacchi, 2008), za izračun Chauchyjeve ocene 
uporabimo za c  2,3849, za izračun Welscheve ocena uporabimo za c  2,9846 (Pennacchi, 2008; Gašinec 
in Gašincová, 2016), za izračun Tukeyjeve ocene uporabimo za c  4,6851 (Pennacchi, 2008) – to oceno 
imenujejo tudi Beaton-Tukeyjeva ocena (Sisman, 2010).

V izračunu German-McClurejeve ocene ne nastopa parameter c (Pennacchi, 2008).

Za izračun Hampelove ocene uporabimo za a  1,5, b  3 in c  6 oziroma a  0,8, b  1,6 in c  3,2 
(Erenoglu, 2018), a  1,7, b  3,4 in c  8,5 (Banaś, 2017) ali a  2, b  4 in c  8 (Labant et al., 2011), za 
izračun danske ocene uporabimo za c  3 (Erenoglu, 2018), drugi predlagajo c  2 (Hassan, 2016). Opo-
zoriti moramo, da je v izračunu danske ocene, katere avtor je prof. Krarup, v kar nekaj člankih napaka 
(Hassan, 2016; Erenoglu, 2018) – ulomek v eksponentu je treba kvadrirati!

Težavo v izračunu ocen L1, Lp in modificirane Huberjeve ocene v točki nedoločenosti di
(it)  0 rešimo 

tako, da vrednost utežne funkcije izračunamo v njeni bližini, (Chen, 1983; Setan in Singh, 2001; Taşçi, 
2008; Sušić et al., 2017).
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… modificirana Huberjeva ocena za komponente 	
     vektorja premika točke i,	 (9c)

kjer je:

ε … izbrana majhna vrednost,

ali kar zapišemo, da je na primer

ωi
(it1)  109,	 (10)

če je

če je
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in ne ωi
(it1)  0, kot je zapisano v Chen, 1983; Chrzanowski et al., 1986; Chen et al., 1990, saj:

–– ni v skladu z osnovnim konceptom metode iterativnega prilagajanja uteži s transformacijo S (manjšim 
koordinatnim razlikam med dvema terminskima izmerama dodelimo večjo utež, večjim koordinat-
nim razlikam pa manjšo utež),

–– ni logično, da v točki nedoločenosti di
(it)  0, to je v točki, ki ni spremenila položaja (to je torej stabilna 

referenčna točka), dodelimo vrednost utežne funkcije ωi
(it1)  0,

–– izračunamo popolnoma drugačne vrednosti, kot če uporabimo enačbe (9),
–– se rezultati, ki jih prikazujemo v tretjem poglavju, razlikujejo od pričakovanih (izračunanih z enač-

bami 9), če uporabimo ωi
(it1)  0.

Po končanem iteracijskem procesu imamo na diagonali matrike W, enačba (4), elemente blizu 1 oziroma 
1 na tistih mestih, ki se nanašajo na komponente vektorja premika točke, ki se niso statistično spremenile 
(stabilne komponente), in elemente blizu 0 oziroma 0 na mestih, kjer se nanašajo na komponente vektorja 
premika točke, ki so se statistično spremenile, če vrednosti utežnih funkcij izračunamo z ocenami po 
enačbah v preglednici 1. Izjema sta oceni L1, Lp in modificirana Huberjeva ocena, ko v točki nedoloče-
nosti di

(it)  0 ne moremo izračunati uteži, rešitev podajamo z enačbo (9) ali (10). Na koncu iteracijskga 
procesa zavzame števec iteracijskih korakov vrednost (it  kon). Če v enačbah za izračun premikov d 
(izračunan v podpoglavju 2.4) in pripadajočo kovariančno matriko premikov Qdd (izračunana v pod-
poglavju 2.4) obravnavamo tudi kontrolne točke na objektu (nedatumske točke), imamo na diagonali 
matrike W elemente z vrednostmi 0 na tistih mestih, ki se nanašajo na komponente vektorja premika 
teh točk (Nowel, 2015; Sušić et al., 2017), saj te točke obravnavamo kot nestabilne.

Ker so komponente vektorja premikov odvisne od orientacije koordinatnega sistema, ki je določen s 
približnimi koordinatami, nekateri avtorji (Caspary, 1988; Caspary et al., 1990; Nowel, 2015; Nowel, 
2016) predlagajo za izračun utežne funkcije namesto komponent vektorja premika točke i uporabo 
premika točke si:

	 2 2 ,i i is dy dx= + 	 (11)

ki je neodvisen od orientacije koordinatnega sistema s standardno deviacijo oziroma varianco (Savšek-Safić 
et al., 2006; Nowel, 2015; Savšek, 2017):

	
2 2

2 2 22 .
i i i i i

i i i i
s dy dy dx dx

i i i i

dy dy dx dx
s s s s

σ σ σ σ
   

= + +   
   

	 (12)

Tako lahko s premikom točke zapišemo v naši raziskavi uporabljene utežne funkcije, ki jih podajamo v 
preglednici 1. Ocena L1 za premik točke i zdaj minimizira prvo normo vektorja premika

	 ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )
1

1 1

min.
m m

it it it
i i i

i i

s dy dx
= =

= = + =∑ ∑d  (Setan in Singh, 2001). 	 (13)

Iteracijski proces prekinemo, ko je izpolnjen pogoj, da je največja razlika premikov točk med dvema 
iteracijskima korakoma |si

(it1)  si
(it)| manjša od izbrane meje prekinitve iteracijskega procesa δ.

Težavo v izračunu ocen L1, Lp in modificirane Huberjeve ocene v točki nedoločenosti si
(it)  0 lahko rešimo 
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na več načinov. Tako na primer v izračunu ocene L1 izračunamo vrednost utežne funkcije

	
( ) ( )

( 1)
( ) 2 2( ) ( )

1 1it
i it

it iti
i i

s dy dx
ω

ε ε

+ = =
+ + +

 (Sušić et al., 2017) ali	 (14a)
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( 1)

2 2( ) ( )

1it
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it it
i idy dx

ω
ε ε

+ =
+ + +

 (Setan in Singh, 2001) ali	 (14b)

	 ωi
(it1)  109 (glej enačbo 10).	 (14c)

Poudariti moramo, da sta oba elementa matrike uteži W(it1), ki ju izračunamo z utežnimi funkcijami iz 
desnega stolpca v preglednici 1 in se nanašata na točko i, enaka (Nowel, 2015).

Ko je izpolnjen pogoj v enačbi (8) in je iteracijski postopek prilagajanja uteži končan, izračunamo ko-
variančno matriko premikov

	 ( )T( 1) ( 1) ( 1) .it it it+ + +=dd ddQ S Q S 	 (15)

2.6	 Testiranje stabilnosti posamezne točke geodetskem mreže in končna transformacija S 

Po končanem iteracijskem postopku prilagajanja uteži opravimo testiranje stabilnosti komponent vektorja 
premika točke geodetske mreže. Testiranje opravimo za vse referenčne točke v geodetski mreži. Sestavimo 
ničelno in alternativno hipotezo:

H0: E(d(it1))  0 … ena komponenta vektorja premika točke v mreži se med dvema terminskima izme-
rama ni spremenila, če uporabljamo v izračunu enačbe iz srednjega stolpca v preglednici 1, oziroma obe 
komponenti vektorja premika točke v mreži se med dvema terminskima izmerama nista spremenili, če 
uporabljamo v izračunu enačbe iz desnega stolpca v preglednici 1 in	 (16)

Ha: E(d(it1))  0 … mreža, opisana v H0, je spremenila svojo geometrijo.

Sestavimo testno statistiko (Taşçi, 2010; Nowel, 2015; Sušić et al., 2017):

	
( )( ) ( ) ( )T 11 1( 1)

2ˆ
,

 
i

it itit
i i

i
i

T
h σ

−+ ++

=
ddd Q d

	 (17)

kjer je:

( )( 1)rang
i

it
ih += ddQ  … število prostostnih stopenj – za 2D-mrežo je hi  1, če obravnavamo eno kompo-

nento vektorja premika točke in uporabljamo v izračunu enačbe iz srednjega stolpca v preglednici 1, 
oziroma hi  2, če obravnavamo obe komponenti vektorja premika točke in uporabljamo v izračunu 
enačbe iz desnega stolpca v preglednici 1.

Testna statistika se porazdeljuje po Fisherjevi porazdelitvi z izbrano stopnjo zaupanja 1 α, z f in hi 

prostostnimi stopnjami. Če je vrednost testne statistike manjša ali enaka kritični vrednosti Ti  Ff,hi,1-α, 
potem ničelne hipoteze H0 (16) ne moremo zavrniti in lahko trdimo z verjetnostjo 1 α, da se kom-
ponenta vektorja premika točke v mreži med dvema terminskima izmerama ni statistično spremenila 
oziroma obe komponenti vektorja premika točke v mreži med dvema terminskima izmerama nista 
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statistično spremenili. Če je vrednost testne statistike večja od kritične vrednosti, potem ničelno hipo-
tezo zavrnemo in lahko trdimo z verjetnostjo 1 α, da se je komponenta vektorja premika točke med 
dvema terminskima izmerama spremenila oziroma obe komponenti vektorja premika točke med dvema 
terminskima izmerama spremenili in je mreža spremenila svojo geometrijo. Poudariti moramo, da lahko 
pri obravnavanju premika po komponentah ugotovimo, da se točka v mreži ni statistično značilno pre-
maknila le, če se obe komponenti vektorja premika točke v mreži med dvema terminskima izmerama 
nista statistično spremenili.

Po testiranju stabilnosti posamezne točke naredimo končno transformacijo S tako, da v matriki uteži 
W(itkon) postavimo na diagonali vrednosti 1 na tistih mestih, ki se nanašajo na komponente vektorja 
premika točke, ki se niso statistično spremenile, in vrednosti 0 na tistih mestih, ki se nanašajo na kom-
ponente vektorja premika točke, ki so se statistično spremenile, ter izračunamo

	 d(itkon)  S(itkon)d(it1) in	 (18)

	 ( )T( ) ( ) ( ) ,it kon it kon it kon= = ==dd ddQ S Q S 	 (19)

kjer je:

S(itkon)  I  H(HTW(itkon)H)1HTW(itkon).

Če obravnavamo obe komponenti vektorja premika točke hkrati, potem sta oba diagonalna elementa v 
matriki uteži, ki se nanašata na točko, ki se ni premaknila, enaka 1. To velja za vse elemente, ki se nanašajo 
na točke, ki se niso premaknile. Vsi drugi diagonalni elementi so enaki 0. Ti elementi se nanašajo na 
točke, ki so se premaknile, in na točke na objektu. Na koncu izvedemo testiranje stabilnosti posamezne 
točke po enačbi (17), le da uporabimo v izračunu vektor premika iz (18) in kovariančno matriko iz (19). 

3	 RAČUNSKI PRIMER

Učinkovitost deformacijske analize z robustnimi metodami prikazujemo na primeru iz literature (Mi-
hailović in Aleksić, 1994), kjer so za obe terminski izmeri podani vhodni podatki za izravnavo in skica 
mreže. Isti primer smo obravnavali v vseh drugih postopkih deformacijske analize (Ambrožič, 2001; 
Ambrožič, 2004; Marjetič et al., 2012; Vrečko in Ambrožič, 2013; Soldo in Ambrožič, 2018), zato 
izravnanih koordinat ne podajamo. Pri vseh testih izberemo stopnjo značilnosti testa α  0,05.

V prvem koraku izravnamo meritve vsake posamezne terminske izmere posebej kot prosti mreži. Grobih 
pogreškov med meritvami ni, saj uporabimo simulirane meritve. Tudi drugega koraka nam mi treba 
opraviti, saj imamo v obeh terminskih izmerah identične točke in se rezultati izravnav nanašajo na isti 
geodetski datum.

Po testiranju homogenosti natančnosti meritev obravnavanih izmer, kar je tretji korak deformacijske 
analize in je v celoti opisano v Ambrožič, 2001, izračunamo novo oceno za referenčno varianco a poste-
riori 2 1, 87ˆ 13σ = . Vsi podatki za izračun so zapisani v Ambrožič (2004) ali Soldo in Ambrožič (2018). 

V četrtem koraku izračunamo vektor premikov d in pripadajočo kovariančno matriko premikov Qdd.

Deformacijsko analizo nadaljujemo s petim korakom, to je z izračunom komponente vektorja premika d 
z metodo iterativnega prilagajanja uteži s transformacijo S. Na začetku iterativnega procesa izračunamo 
matriko uteži po enačbi (5) in vektor premikov po enačbi (1). V naslednjih korakih izračunamo kom-



| 172 |

| 63/2 | GEODETSKI VESTNIK  
RE

CE
NZ

IRA
NI

 ČL
AN

KI 
| P

EE
R-

RE
VIE

W
ED

 AR
TIC

LE
S

SI|
 EN

Tomaž Ambrožič, Admir Mulahusić, Nedim Tuno, Jusuf Topoljak, Amir Hajdar, Dušan Kogoj | DEFORMACIJSKA ANALIZA V GEODETSKIH MREŽAH Z ROBUSTNIMI METODAMI | DEFORMATION 
ANALYSIS WITH ROBUST METHODS IN GEODETIC NETS | 163-178 |

ponento vektorja premika po enačbi (6). Matriko transformacije S po enačbi (7) izračunamo z matriko 
uteži W(it1), njene elemente na diagonali izračunamo z utežnimi funkcijami z enačbami v preglednici 1. 
Iteracijski proces prekinemo, ko je izpolnjen pogoj (8). V vseh primerih izračunov komponent vektorja 
premikov z različnimi utežnimi funkcijami smo uporabili isto mejo prekinitve iteracijskega procesa 
δ = 0,0001 m. Po prekinitvi iteracijskega procesa izračunamo kovariančno matriko po enačbi (15) in 
izvedemo testiranje stabilnosti posamezne komponente vektorja premika točke geodetske mreže tako, da 
izračunamo testno statistiko po enačbi (17) in jo primerjamo s kritično vrednostjo, ki je v vseh primerih 
izračunov komponent premika z različnimi utežnimi funkcijami enaka Ff,hi,1-α = 4,001 (f = 60,hi = 1). 
V preglednici 2 prikazujemo rezultate po zadnji iteraciji (dy dx), zapišemo še dolžino vektorja premika 
točke, ki ga izračunamo po enačbi (11). 

Preglednica 2:	 Izračunani premiki točk, če jih obravnavamo po komponentah premika točke, in izračunani premiki točk, če 
naenkrat izračunamo vektor premika za posamezno točko. Na obarvanem polju so zapisani statistično značilni 
premiki.

 

Podatki o premikih točk po komponentah in skupnih premikih so podani numerično v preglednici 2, 
statistično značilni premiki po komponentah in statistično značilni skupni premiki so označeni z barvno 
podlago, in grafično na sliki 1.
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3.1	 Komentar rezultatov – premiki točk po koordinatnih komponentah 

V izračunu utežne funkcije z oceno L1 za komponente vektorja premika točke po enačbi iz srednjega 
stolpca v preglednici 1 težavo nedoločenosti rešimo na oba predlagana načina. Če v enačbi (9a) uporabi-
mo vrednosti za ε med 0,0001 m in 0,000001 m, ali če uporabimo enačbo (10), se vrednosti za skupen 
premik točke ne razlikujejo za več kot desetinko milimetra, različno je le število korakov iteracijskega 
procesa (kar zaradi današnjih procesorjev ni pomembno).

Če izračunamo utežne funkcije z oceno L1–L2 za komponente vektorja premika točke po enačbi v pregle-
dnici 1, se dobljeni rezultati precej razlikujejo od simuliranih. Po tej oceni dobimo, da sta se premaknili 
tudi točki 5 in 6, kar se ne ujema s simuliranimi rezultati.

V izračunih utežne funkcije z oceno Lp za komponente vektorja premika točke po enačbi v preglednici 
1 uporabimo različne vrednosti eksponenta ν. Če uporabimo za vrednost ν  1,1 ali ν  1,2, dobimo 
vrednost za komponento vektorja premika točke največ 6,2 mm drugačno od simulirane (navedena 
vrednost velja za komponento x točke 3), vendar po testiranju stabilnosti posamezne komponente za vse 
točke pravilno potrdimo simulirani premik oziroma stabilnost točke. Če pa izračunamo utežno funkcijo 
z eksponentom ν  1,3, pa trditev po testiranju stabilnosti posamezne komponente ni vedno pravilna 
glede na simuliran premik. Če v enačbi (9b) uporabimo vrednosti za ε med 0,0001 m in 0,000001 m, 
ali če uporabimo enačbo (10), se vrednosti za skupen premik točke razlikujejo kvečjemu za 0,0001 m, 
različno je le število korakov iteracijskega procesa.

S Huberjevo oceno za komponente vektorja premika točke po enačbi v preglednici 1 dobimo največjo 
razliko 5,6 mm v vrednosti za komponento x vektorja premika točke 3, če v izračunu utežne funkcije 
uporabimo c  1,3450 oziroma c  2,0, razlike na drugih točkah so manjše. Ne glede na vrednost c pa 
za točko 4 velja, da po testiranju stabilnosti posamezne komponente dobimo, da se je točka premaknila, 
kar je drugače glede na simulirano stanje.

Podobne rezultate kot s Huberjevo oceno dobimo tudi z modificirano Huberjevo oceno za komponen-
te vektorja premika točke po enačbi v preglednici 1. Največjo razliko 5,7 mm dobimo v vrednosti za 
komponento x vektorja premika točke 3, če v izračunu utežne funkcije uporabimo c  1,2107, c  1,339 
oziroma c  1,5, razlike na drugih točkah so manjše. Za točko 4 po testiranju stabilnosti posamezne 
komponente spet dobimo, da se je točka premaknila, kar je drugače glede na simulirano stanje. Če v 
enačbi (9c) uporabimo vrednosti za ε med 0,0001 m in 0,000001 m, ali če uporabimo enačbo (10), 
vedno dobimo enake rezultate, enako je celo število korakov iteracijskega procesa.

Z uporabo Fairove ocene za komponente vektorja premika točke po enačbi v preglednici 1 dobimo 
precej podobne rezultate, kot jih dobimo s Huberjevo oceno. Točka 4 ponovno izkazuje neskladje s 
simulirano stabilnostjo.

Chauchyjeva, Welscheva in Tukeyjeva ocena za komponente vektorja premika točke po enačbah v 
preglednici 1 dajo podobne rezultate simuliranim. Potrjena je stabilnost točk 4, 5 in 6 ter nestabilnost 
točk 1, 2, 3 in 7.

Po testiranju stabilnosti posamezne komponente z German-McClurejevo oceno za komponente vektorja 
premika točke po enačbah v preglednici 1 se za točki 5 in 6 rezultat ne ujema glede s simuliranim stanjem.
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Če uporabimo različne konstante (Erenoglu, 2018; Banaś, 2017; Labant et al., 2011) v Hampelovi oce-
ni za komponente vektorja premika točke po enačbi v preglednici 1, dobimo precej podobne rezultate 
– izračunane komponente premikov se razlikujejo za največ 3,6 mm, izračunani premiki pa 2,5 mm. 
Potrjena je stabilnost točk 4, 5 in 6 ter nestabilnost točk 1, 2, 3 in 7. Zelo podobne rezultate, dobljene 
s Hampelovo oceno, dobimo tudi z dansko oceno za komponente vektorja premika točke po enačbah 
v preglednici 1.

3.2	 Komentar rezultatov – skupni premik točk

V petem koraku deformacijske analize pa lahko naenkrat izračunamo vektor premika za posamezno točko 
d z metodo iterativnega prilagajanja uteži s transformacijo S. Ves izračun naredimo popolnoma enako, 
kot opisan postopek izračuna vektorja premika po komponentah, le za izračun diagonalnih elementov 
matrike W uporabimo utežne funkcije iz desnega stolpca namesto iz srednjega stolpca v preglednici 1 
in izračunano testno statistiko po enačbi (17) primerjamo s kritično vrednostjo, ki je v vseh primerih 
izračunov vektor premika za posamezno točko z različnimi utežnimi funkcijami enaka Ff,hi,1-α = 3,150 
(f = 60,hi = 2). V preglednici 2 prikazujemo rezultate po zadnji iteraciji v stolpcih z oznako s. 

Rezultati testiranja premikov točk, ki jih izračunamo z različnimi ocenami M oziroma z različnimi 
utežnimi funkcijami, so med seboj podobni, saj pravilno določijo, katere točke so se statistično značilno 
premaknile, le ocena L1–L2 in German-McClurejeva ocena za premik točke napačno določita, da so se 
točke 4, 5 in 6 statistično značilno premaknile. Tudi sicer dobimo s tema dvema ocenama zelo podobne 
rezultate. Če pa primerjamo velikosti izračunanih premikov točk in ne upoštevamo rezultatov ocene 
L1–L2 in German-McClurejeva ocene, saj dobimo z njima najslabše rezultate, lahko rečemo, da dobimo 
največjo razliko glede na simulirane premike z oceno L1 (za točke 1, 5 in 7) in Fairovo oceno (za točke 
2, 3, 4 in 6).

Če za rešitev težave nedoločenosti v izračunu utežne funkcije z oceno L1 za vektorja premika točke upora-
bimo v enačbah (14a), (14b) ali (14c) vrednosti za ε med 0,0001 m in 0,000001 m, se vrednosti za skupen 
premik točke razlikujejo kvečjemu za 0,0001 m, različno je tudi število korakov iteracijskega procesa.

Na sliki 1 grafično prikazujemo izračunane premike točk najprej, če jih obravnavamo po komponentah 
(zgoraj), in nato, če naenkrat izračunamo vektor premika. Ob izbiri ustreznega merila in različnih barv 
lahko že iz grafičnega prikaza prepoznamo:

–– izračunani premiki po komponentah se na simulirano nestabilnih točkah (1, 2, 3 in 7) nebistveno 
razlikujejo, 

–– izračunani skupni premiki se na simulirano nestabilnih točkah (1, 2, 3 in 7) nebistveno razlikujejo, 
–– za izračun premikov po komponentah dajejo na simulirano nestabilnih točkah vse metode podobne 

rezultate, dovolj dobre, da je odločitev o nestabilnosti lahka,
–– evidentna je napačno ugotovljena nestabilnost točk 4, 5 in 6 za ocene L1–L2, German-McClurejevo 

oceno ter nestabilnost točke 4 tudi za Huberjevo, modificirano Huberjevo in Fairovo oceno.
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Slika 1:	 Levo: izračunani premiki točk, če jih obravnavamo po komponentah premika točke; desno: izračunani premiki točk, 
če naenkrat izračunamo vektor premika za posamezno točko.

3.3	 Končni premiki točk 

V zadnjem, šestem koraku deformacijske analize opravimo testiranje stabilnosti posamezne komponente 
oziroma naenkrat obeh komponent vektorja premika točke geodetske mreže. Sestavimo testno statistiko 
po enačbi (17) z izračunanim d(itkon) – enačba (18) in Qdd

(itkon) – enačba (19). Končne rezultate podajamo 
v preglednici 2 (zadnji stolpec – končno). Izračunane končne premike točk, če jih obravnavamo po 
komponentah premika točke, zapišemo pod dy dx, če pa jih naenkrat izračunamo, jih zapišemo pod s.

Če za izračun premikov (in pripadajočih kovariančnih matrik premikov) uporabimo tiste ocene M, ki 
dajo enak rezultat po testiranju premikov (ocena L1 in Lp, Chauchyjeva, Welscheva, Tukeyjeva, Hampe-
lova in danska ocena za komponente vektorja premika točke ter ocena L1 in Lp, Huberjeva, modificirana 
Huberjeva, Fairova, Chauchyjeva, Welscheva, Tukeyjeva, Hampelova in danska ocena za premik točke), 
izračunamo z vsemi ocenami popolnoma enake rezultate za vrednosti komponent premikov, vrednosti 
premikov in rezultate po testiranju premikov. Z drugimi ocenami (ki jih v prejšnjem stavku nismo naved-
li), s katerimi dobimo drugačne rezultate po testiranju premikov, pa se rezultati za vrednosti komponent 
premikov pričakovano razlikujejo od simuliranih.

4	 SKLEP

V članku podrobno opisujemo postopek deformacijske analize z robustnimi metodami. Geodetski datum 
moramo v izravnavi terminske izmere izbrati tako, da ga določajo samo stabilne referenčne točke. Le tako 
lahko primerjamo koordinate točk različnih terminskih izmer med seboj in določamo njihove premike. 
Če geodetski datum določajo tudi nestabilne referenčne točke, kar se v praksi lahko zgodi, rešitev ni 
primerljiva, saj ne moremo med seboj primerjati koordinat točk in določati premikov točk, ki se nanašajo 
na različne geodetske datume. Težavo zaradi zahteve, da morajo geodetski datum določati samo stabilne 
referenčne točke, rešimo z robustnimi metodami, ko nestabilne referenčne točke obravnavamo kot grobo 
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pogrešene meritve v modelu. Rezultat uporabe robustnih metod zagotavlja, da je tako določeni datum 
robusten glede na referenčne točke, ki so se statistično premaknile (Chen, 1983).

Za izračun vrednosti elementov na diagonali matrike uteži, ki jo potrebujemo za izračun matrike 
transformacije S, smo uporabili različne utežne funkcije. Vse utežne funkcije smo izračunali z dvema 
različnima načinoma obravnavanja premikov, in sicer smo najprej uporabili posamezne komponente 
vektorja premika točke in nato skupen premik točke. Izračune smo naredili z različnimi konstantami v 
Huberjevi, modificirani Huberjevi, Fairovi, Chauchyjevi, Welschevi, Tukeyjevi, Hampelovi in danski 
oceni, ki smo jih zasledili v literaturi in so jih predlagali avtorji prispevkov. Tudi težavo v točki nedo-
ločenosti pri uporabi nekaterih utežnih funkcij (oceni L1 in Lp ter modificirana Huberjeva ocena) smo 
reševali na tri različne načine.

Z oceno L1, Lp ali Chauchyjevo, Welschevo, Tukeyjevo, Hampelovo ali dansko oceno za komponente 
vektorja premika točke smo dobili zelo podobne rezultate in pravilno trditev o stabilnosti posamezne točke. 
Ko smo ugotavljali stabilnost referenčnih točk z oceno L1, Lp ali Huberjevo, modificirano Huberjevo, 
Fairovo, Chauchyjevo, Welschevo, Tukeyjevo, Hampelovo ali dansko oceno, če smo naenkrat izračunali 
skupen premik točke, smo tudi dobili zelo podobne rezultate. Z naštetimi metodami smo dobili rezultate, 
ki so podobni simuliranim, torej izhodiščnim rezultatom, pa tudi rezultatom, ki jih dobimo z drugimi 
metodami deformacijske analize, pri katerih se uporablja kongruenčni model (Hannover, Karlsruhe, 
Delft, Fredericton in München).

Prav tako so si bili rezultati zelo podobni, če smo za izračun utežnih funkcij uporabili različne konstante. 

Pri uporabi različnih načinov reševanja težave v točki nedoločenosti, ki nastopi pri nekaterih ocenah, 
smo prišli do spoznanja, da po vseh načinih dobimo zelo podobne rezultate.
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