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IZVLECEK

Dolocitev matematicnega modela ploskve temelji na naboru
diskretno pridoblienih prostorskih podatkov, ki jih nadalje
uporabimo za predstavitev zvezne ploskve. Za dolocitev
Sfunkcij za opis ploskev navadno uporabljamo razlicne
interpolacijske ali aproksimacijske metode. V prispevku
opisujemo modeliranje ploskev z nevronskimi mrezami z
radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami. Pri resevanju
problema z nevronskimi mrezami je pristop nekoliko

drugaten. Tu gre za ulenje mrege na znanih diskretnih
vhodno-izhodnih parih podatkov, da mreza doloéi lastno
Sfunkcijo za modeliranje ploskve. To uporabimo za izracun
visin tudi v tockah, ki niso bile vkljucene v fazo ucenja.
V prispevku opisujemo, kako smo za resitev problema
aproksimacije zvezne ploskve uporabili nevronsko mrezo z
enim skritim slojem nevronov, in uporabo razlicnih radialnib
baznih funkcij za aktivacijo nevronov skritega sloja. Na
Studijskem primeru podatkov smo pokazali, da obstajajo
razlike v kakovosti modeliranja visinske ploskve 0b uporabi
razlicnih aktivacijskih funkcij nevronske mreze. Medtem ko
nam z nevronsko mrezo z Gauffovo aktivacijsko funkcijo ni
uspelo modelirati ploskve z Zeleno natancnostjo, smo bili z
izborom polibarmonicnega zlepka za aktivacijsko funkcijo
veliko uspesnejsi.
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ABSTRACT

Determination of the mathematical model of elevation
computation is based on a discrete data set, which could
be used for elevation modelling. Usually, interpolation
or approximation techniques are used for function
determination. We describe an aspect of radial basis function
networks employment in a smooth surface representation
using a sample of discrete 3D positional input-output data
pairs. In this article we present a different solution using
a neural network, which is trained upon given discrete
input-output data pairs and uses radial basis functions for
activation in hidden layer. Radial basis function network
surface approximation is based on a single hidden-layer
structure and wuses pseudo-inversion as an alternative to
back-propagation learning algorithm to obtain optimal
weights. Radial basis function network determines its own
specific model for continuous function representation. In
case study, we have shown that differences in quality surface
modelling upon several activation functions exist. While
using Gaussian activation function we have not reached
desired results, the use of poly-harmonic lead to much more
successful surface modelling results.

KEY WORDS

elevation model, interpolation, approximation, neural
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1 UVOD

Dolocitev funkcij, ki opisujejo razmerje med danimi diskretnimi vhodno-izhodnimi pari podatkov,
je splosna tezava pri modeliranju katere koli vrste podatkov. Ceprav danasnje tehnologije omogocajo
pridobivanje diskretnih podatkov z vedno vi$jo gostoto, te Se vedno obravnavamo kot diskretne spre-
menljivke, ki jih z razli¢nimi postopki modeliranja uporabimo za dolotitev zveznih funkcij. V danem
primeru smo se omejili na dolo¢itev funkcije za izra¢un visinske ploskve iz diskretnih podatkov, da
lahko na obravnavanem definicijskem obmod¢ju z ustrezno natan¢nostjo izratunamo visino katere koli
tocke z znanim poloZajem v horizontalni ravnini. Opredelitev kakovosti izratuna s posamezno metodo
zunaj tock celi¢ne mreze je pomembna, kar navaja tudi Kosmatin-Fras (2004) v povezavi z digitalnim
modelom visin (DMV).

Predstavitev modela visin lahko poteka z deterministi¢nimi metodami, pri katerih se za izracun vrednosti
funkcij na posameznih lokacijah uporabljajo matemati¢ne funkcije. Lokalne metode se uporabljajo za
interpolacijo vrednosti glede na stopnjo podobnosti med sosednjimi to¢kami (Sumrada, 2005). Med
te uvrs¢amo metodo naravnih sosedov, metodo z inverzno razdaljo, metodo trenda in kriginga kot tudi
radialne bazne funkcije, ki jih ne smemo enaciti z nevronsko mrezo z radialnimi baznimi aktivacijskimi
funkcijami. Model povrsja lahko nadalje predstavimo s pravilno kvadratno ali pravokotno mrezo, tako
kot je predstavljen digitalni model viSin (kvadratna mreza) ali model geoida (pravokotna mreza). Vse
navedene metode temeljijo na matemati¢ni razreitvi problema modeliranja zveznih ploskev in so ze
vkljuéene v programske pakete (npr. ArcGis, Surfer ...). Ce je obmo¢je razgibano in so tocke nakljuéno
razpriene, ga lahko predstavimo s trikotnisko mrezo (Thiessenovi poligoni in Delaunayev algoritem za
dolotitev trikotnikov). Sumrada (2005) govori o uporabnosti Thiessonovih poligonov in Delauneyeve
triangulacije za primere razprsenih tock, saj metodi omogocata enostavno vzpostavitev povezave polozaja
tocke z njenim vplivnim obmodjem. Vse navedene metode se ne izkazejo najbolje, ko je na posameznih
obmod¢jih manj podatkov oziroma so podatki slabse kakovosti. Metode namre¢ temeljijo na geometri¢nem
pristopu razresitve problema, kjer postavimo zahtevo, da imamo na voljo dovolj kakovostnih podatkov

za modeliranje.

Ze nekaj ¢asa je znano tudi drugaéno modeliranje funkcij, in sicer z uporabo umetnih nevronskih mrez.
Razli¢ni avtorji (McCulloch in Pitts, 1943; Hebb 1949; Rosenblatt, 1958; Hopfield, 1982, Hornik et
al., 1989) so utemeljili in empiri¢no pokazali prednost uporabe umetnih nevronskih mrez pri refevanju
problema dolo¢itve zveznih funkcij. Pokazali so, da nevronske mreze obdrzijo lastnost univerzalne aproksi-
macije (Cybenko,1989; Hornik et al. 1989). Koncept dolotitve zvezne ploskve z uporabo nevronskih
mrez temelji na preprostem preslikovanju vhodno-izhodnih parov podatkov, kjer preslikovanje poteka
po vnaprej doloceni strukturi. Struktura in nadin ucenja posamezne nevronske mreze sta opredeljena s
tipom nevronskih mrez. Pri uporabi nevronske mreze eksplicitno enacbo za izra¢un funkcije f(na primer
pri deterministi¢nih metodah) nadomes¢a model, ki ga pridobimo z u¢enjem. Na danih vhodno-izhodnih
parih podatkov umetne nevronske mreze ne programiramo po algoritmih, ampak jo u¢imo. Ce izberemo
pravilno strukturo in nacin ucenja, lahko z uporabo nevronske mreze pridobimo model izra¢una funkcije,
v nasem primeru vi§inske ploskve, ki prav tako kot lokalne deterministi¢ne metode temelji na upo$tevanju
podobnosti podatkov med sosednjimi to¢kami. Z uporabo umetnih nevronskih mrez modele ploskev

pridobimo z aproksimacijo in le v posebnih strukturah z interpolacijo. Kot zelo uspesen primer mode-
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liranja zvezne ploskve naj omenimo modeliranje geoida z veéslojno nevronsko mrezo (angl. multilayer
feed-forward network) (Ambrozi¢ et al., 1999), kasneje je Derenda (2007) z nevronsko mrezo uspe$no
aproksimiral referen¢no visinsko ploskev. Nevronsko mrezo z radialnimi baznimi funkcijami smo uspesno

uporabili pri aproksimaciji zvezne tirnice gibanja umetnih satelitov (Pavlovéi¢ Preseren in Stopar, 2009).

V prispevku Zelimo pokazati, da je mogoce tudi z druga¢nimi strukturami nevronskih mrez modelirati
zvezno ploskev iz diskretnih podatkov. Pri tem re$ujemo problem aproksimacije ploskve z nevronsko
mrezo z radialnimi baznimi funkcijami (angl. radial basis function networks). Nevronske mreze so se iz-
kazale kot u¢inkovito orodje, ko so podatki obremenjeni s Sumom. Izbor nevronske mreze z radialnimi
baznimi funkcijami v skritem sloju ni bil naklju¢en, ampak je potekal na optimizaciji postopka ucenja,
najprej, da bi pospesili hitrost uéenja, nadalje, da bi zmanj$ali moZnost neuspesnega ucenja, in nazadnje,

da bi lahko modelirali ploskev, tudi ¢e so podatki obremenjeni s Sumom.

V drugem poglavju podrobno opisemo nevronske mreZe z radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami, s
poudarkom na druga¢nem u¢nem algoritmu, kot je zelo pogosto uporabljeno vzvratno razgirjanje napake
(angl. backpropagation). Podrobno predstavimo nekatere radialne bazne funkcije, ki izpolnjujejo pogoj
uporabe v skritem sloju nevronske mreze. V tretjem poglavju predstavimo uporabo razli¢nih radialnih
nevronskih mrez na primeru diskretnih podatkov, za katere Zelimo pridobiti zvezno funkcijo. Predstavimo
ucinkovitost uporabe posameznega tipa radialnih nevronskih mrez na primeru istih vhodno-izhodnih
parov podatkov. V ¢etrtem poglavju podrobneje komentiramo rezultate razli¢nih testov, ki smo jih naredili
na Studijskem primeru podatkov. Nazadnje v petem poglavju predstavimo bistvene znacilnosti uporabe
radialnih nevronskih mrez v dani situaciji s kriti¢no oceno uporabe posamezne metode.

2 NEVRONSKE MREZE

Za lazje razumevanje delovanja umetnih nevronskih mrez in predvsem zato, da bo v nadaljevanju
laZje izpostaviti prednosti nevronskih mreZ z radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami, opisujemo
osnovno strukturo katere koli umetne nevronske mreze. V splosnem z umetnimi nevronskimi mrezami
matemati¢no opisujemo ra¢unski model, ki deluje podobno, a precej bolj preprosto kot ¢loveski mozgani
(Ambrozi¢ et al., 1999). Model sestavljajo sloji nevronov, ki so med seboj zaporedno povezani. Vsak
nevron naslednjega sloja je povezan z vsemi nevroni prej$njega sloja. Povezave matemati¢no predsta-
vljamo s sinapti¢nimi utezmi. Model med ucenjem na izbranih uénih podatkih in rezultatih (znani so
vhodni podatki in izhodni rezultati) pridobiva znanje, ki je izhodis¢e, da lahko kasneje pridobi rezultate
za poljubne podatke. Strukturo nevronske mreZe s sloji nevronov predstavljamo na sliki 1. V vhodnem
sloju so vhodni podatki (x,, ... x ) in v izhodnem rezultati (y,, ... y ). Nasliki 1 predstavljamo delovanje
enega nevrona z enim izhodom , ¢eprav jih je lahko tudi veé. Vhodi v nevronsko mrezo X, ki predstavljajo
dendrite bioloskega nevrona, so oja¢ani z utezmi w. Ce obstaja ve¢ vhodov in ve¢ nevronov v skritem
sloju, uteZi razli¢nih povezav nevrona zapisemo kot w,. Vsota vhodov, ki jih pomnozimo z ustreznimi

utezmi, predstavlja vhod v aktivacijsko funkcijo, ki dolo¢i jakost izhoda nevrona.

Umetni nevron opiSemo z ena¢bama (Ambrozi¢ et al., 1999):

u, = jzlw,eixi,yk =¢(u,—-6,),2ak=1,2,...,m (1)

kjer je u, aktivacija, ¢(-) aktivacijska funkcija in 6, pragovna vrednost, ko se sprozi nevron.
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Slika 1: Osnovna struktura nevronske mreZe in analogija z bioloskim nevronom (vhodni dendriti, nevron in izhodni akson).

Nevronske mreze se po strukeuri locijo po $tevilu vmesnih ali skritih slojev nevronov. Govorimo o
vedslojnih nevronskih mrezah, pri ¢emer ima trislojna mreZa le en skriti sloj. Nevronske mreZe lo¢imo
tudi glede na uporabljeno aktivacijsko funkcijo. Ko dolo¢imo strukturo nevronske mreZe, jo v nadalje-
vanju u¢imo. Poznamo ve¢ vrst ucenja, na primer prilaganje utezi dolo¢eni strukturi nevronske mreze,
prilagajamo lahko obliko izbrane aktivacijske funkcije ali spreminjamo $tevilo nevronov v posameznem
skritem sloju. V nekaterih primerih ucenje poteka s povratnimi zankami, kar pomeni, da poteka od
vhodnega prek skritih do izhodnega sloja, ¢emur sledi popravljanje uteZi v nasprotni smeri. Pri speci-
fi¢nih strukcurah nevronskih mrez ucenje poteka le od vhodnega prek skritih slojev do izhodnega sloja,
kar imenujemo udenje brez povratne zanke. Tako uéenje vkljucujejo tudi nevronske mreze z radialnimi

baznimi aktivacijskimi funkcijami.

Nevronska mreZa temelji na preslikovanju znanih vhodno-izhodnih parov podatkov. Ce so v vekrorju
x vkljueni vhodni podatki in v vektorju y izhodni podatki ter je 7 $tevilo vhodno-izhodnih parov po-

datkov, ki so vkljuceni v uéenje:

x,€R"in y, e R kjerje: i=1,2, ..., n,

z nevronsko mrezo i§¢emo neznano funkcijo, ki se v vsaki to¢ki skusa priblizati pogoju:

fx)=y. )
Splo$no ob uporabi nevronskih mreZ pogoja (2) ne moremo izpolniti, zato govorimo o aproksimaciji
funkcij z nevronsko mrezo. Light (1992) in Powell (1987) pa so dokazali, da nekatere nevronske
mreZe, tudi RBEN, problem lahko resijo tudi z interpolacijo. Podrobneje o tem govorimo v opisu

enacbe (9).

Oceno kakovosti u¢enja dolo¢imo z izratunom napake (angl. error function) na nizu uénih podatkov
n, medtem ko ustreznost uporabe aproksimacijske funkcije preverimo na nizu testnih podatkov N.

Pogostokrat v izracunih uporabimo funkcijo (Zainuddin in Pauline, 2008):

E(f)=3 200 (=), )

kjer je y, dejanska vrednost izhodnega nevrona in f(x,) z nevronsko mrezo izracunana vrednost. Dolocitev
strukture in u¢enja umetne nevronske mreze poteka podobno kot pri drugih metodah. Cilj je doloé¢iti
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najmanjo napako aproksimacije na nizu u¢nih/testnih podatkov. Velikokrat uporabljajo tudi druge
funkcije izratuna napake (razdelek 3).

Najprej so poizkusali probleme refevati z nevronsko mrezo z ve¢ skritimi sloji nevronov (Rumelhart
et al., 1986). Kasneje so Cybenko (1989) ter Hornik et al. (1989) pokazali, da obstaja nevronska
mreza z le enim skritim slojem nevronov, ki je zmozna aproksimirati poljubno nelinearno funkcijo
fz ustrezno natan¢nostjo. Nevronska mreza z enim skritim slojem nevronov ima prednost, da med
ucenjem ne zaide tako hitro v lokalni minimum, kot se to lahko zgodi pri veéslojni nevronski mrezi.
Broomhead in Lowe (1988) sta pokazala, da lahko globalno aktivacijsko funkcijo, kot je na primer
sigmoidna, nadomestimo z lokalizirano radialno bazno funkcijo v strukturi z enim skritim slojem in
brez povratne povezave (slika 2). V tem primeru govorimo o nevronski mrezi z radialnimi baznimi
aktivacijskimi funkcijami RBEN (angl. radial basis function network). Velja poudariti, da bi radialne
bazne funkcije lahko uporabili tudi pri vedslojni nevronski mrezi in povratni strukeuri. Pri RBFN
mreza od vhodnega sloja k skritemu sloju dolo¢i centre, ki pravzaprav predstavljajo uteZi, in v drugem
koraku utezi od skritega proti izhodnemu sloju. Vecslojna nevronska mreza in mreza z radialnimi
baznimi funkcijami brez povratne strukrture se razlikujeta tudi v uporabi. Prvo uporabimo, ko imamo
na voljo manj podatkov in Zelimo doloiti globalno aproksimacijsko funkcijo. Drugo pa, ko imamo
na voljo ve¢ podatkov in Zelimo s funkcijo predstaviti tudi lokalne znacilnosti. Medtem ko so RBFN
hitrejse pri uéenju, so pri nadaljnji uporabi naucene strukture velikokrat pocasnejse kot vedslojne

nevronske mreze.

Ce primerjamo sigmoidno funkcijo, ki je velikokrat uporabljena v nevronski mrezi z ve¢ kot enim skritim
slojem, in Gauflovo funkcijo (uporabljena v RBEN) kot predstavnici razli¢nih aktivacijskih funkcij, ima
slednja bistvene prednosti. Glavna slabost sigmoidne funkcije je, da njeno definicijsko obmodje pokriva
celotno obmod¢je vhodnih podatkov. Tako izboljsava uteZi in ostalih parametrov med uéenjem poteka z
vsemi nevroni, zato je uenje dolgotrajno in lahko vkljucuje precej napak. Bolj u¢inkovita pri genera-
lizaciji funkcij je nevronska mreza z radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami, vendar le, ko imajo
podatki lastnosti, ki bi jih predstavili z enostavnimi matemati¢nimi funkcijami (na primer z eksponen-
tno). Pomanjkljivost nevronskih mrez z GaufSovo aktivacijsko funkcijo se pokaze v obdelavi podatkov,
katerih vrednosti se ne spreminjajo zvezno, ampak so med seboj zelo razli¢ne (oscilacije). Zato namesto
GaufSove funkcije v skriti sloj vklju¢ujemo tudi druge radialne bazne funkcije, ki se bolje odzovejo na
lokalno obmogje podatkov. To vpliva na dolocitev manjSega $tevila utezi kot pri nevronski mrezi, ko so
spremembi podvrzene vse utezi. Sprememba Stevila utezi povzrodi hitrejse ucenje nevronske mreze in

bolj$o aproksimacijo.

2. 1 Nevronske mreze z radialnimi baznimi funkcijami

Pri nevronski mrezi z radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami reSujemo problem v prostoru visjih
dimenzij, deprav je v osnovi vezan na obmodje nizjih dimenzij. Ob tem nevronska mreza Se vedno obdrzi
lastnost univerzalne aproksimacije (Park in Sandberg, 1991). Se ved, glede na to, da problem prevedemo
v ve¢dimenzionalen prostor, je mreza sposobna reSevati probleme tudi s podatki, ki so obremenjeni s

$umom (Carozza in Rampone, 2001).
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2.1.1  Radialne bazne funkcije
Radialna bazna funkcija, ki je zvezna funkcija v prostoru Q < R, je odvisna od razdalje med x € R”

in dano tocko x; € R™, kar zapiSemo kot:

$()=9(f— ) @
V skritem sloju RBFN za aktivacijske funkcije lahko uporabimo razli¢ne bazne funkcije (preglednica 1),
vendar je najbolj pogosto v uporabi GaufSova. Predvsem zato, ker ima lokalne lastnosti, kar pomeni,

da spremembe parametrov nekega nevrona ne vplivajo bistveno na vrednosti, ki so zelo oddaljene od

centra tega nevrona:

Hlﬁlfwﬂ"x_xf ") =0 5)

V preglednici 1 podajamo matemati¢ne izraze za nekatere radialne bazne funkcije, ki jih lahko uporabi-
mo v vmesnem sloju nevronske mreze (Buchmann, 2003). Pri tem z » ozna¢imo Evklidsko razdaljo med

katerim koli parom tock v prostoru Q : » = "x - X, "

Preglednica 1: Matemati¢ni izrazi za radialne bazne funkcije. Parameter o > 0 doloca sirino funkcije (Fornberg in Flyer, 2014).

r

Gauflova funkcija ¢(7’ ) = fx])(— ) j

20
multikvadrati¢no (angl. multi-quadratic) #(r)=~Nr*+o’

1
inverzno kvadrati¢no (angl. inverse quadratic) ¢ (7) = PN
1

. . . . . ) #(r)=—
inverzno multikvadrati¢no (angl. inverse multi-quadratic) ( ) \/m 6)

#(r)=r"k=135,...
¢(7’) = rkln(r),k =2.4,6,...

poliharmoni¢ni zlepek

tanek gladek zlepek (angl. thin-plate spline) #(r)=rIn(r)

2.1.2  Nevronske mreze z radialnimi baznimi funkcijami

Nevronska mreZa z radialnimi baznimi aktivacijskimi funkcijami je v obliki, ki sta jo predstavila Bro-
omhead in Lowe (1988), vezana na trislojno strukturo. Vhodni sloj ima toliko nevronov, kot je vhodnih
podatkov, skriti (vmesni) sloj ima 4 nevronov. Stevilo nevronov skritega sloja lahko dolo¢imo vnaprej
oziroma ga med ucenjem spreminjamo. Nevroni skritega sloja pri radialni nevronski mrezi delujejo
nekoliko drugade kot pri nevronskih mrezah s sigmoidno aktivacijsko funkcijo. Vsak nevron skritega
sloja izra¢una Evklidsko razdaljo med vektorjema x in x. V' danem primeru $e ne govorimo o utezeh
med vhodnim in skritim slojem, kot to velja pri obi¢ajnih strukturah umetnih nevronskih mrez. Po-
jem uteZi tokrat privzamejo centri ali sredis¢a aktivacijske funkcije (xj = cj) Pri nevronskih mrezah z
radialnimi baznimi funkcijami na¢eloma o utezeh govorimo le pri povezavah med skritim in izhodnim
slojem nevronov. Aktivacijska funkcija ¢ ima nalogo preracunati razdaljo med vhodnim vektorjem x in
vektorjem posameznega nevrona X,V aktivacijo. Manjsa je razdalja, vecja je aktivacija. Tako nevronska
mreza pridobi vrednost, ki jo uporabi naprej za izra¢un vrednosti nevronov izhodnega sloja y in je line-

arna kombinacija vrednosti nevronov skritega sloja. Optimizacija strukture nevronske mreze temelji na
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izboru ustreznega Stevila nevronov skritega sloja in dolocitvi primernih vrednosti vektorjev x; ali ¢, ki

so vkljuéeni v nevrone.

Slika 2: Struktura nevronske mreze z radialnimi baznimi funkcijami.

Vsak nevron ima svoj center in radij, ki se med nevroni razlikujeta. Velja pravilo, da nevroni z ve¢jim

radijem bolj vplivajo na spremembo vrednosti funkcije na ve¢jih razdaljah kot nevroni z manjsim radijem.

Za aktivacijsko funkcijo v skritem sloju niso primerne vse radialne bazne funkcije. Najbolj pomembno
je, da jih lahko matemati¢no eksplicitno predstavimo. Nadalje iz sistema normalnih enacb dolo¢imo

vrednosti utezi w,, ..., w:

w; ¢("X1 _X1||)+"'+wn ¢("X1 —X, ):)’1
w, '¢([|Xz —X1||)+":'+wn '¢(||X:z =x,[)= 1. o
w - p(I%, =% [)+-+w, - $(]x, = X]) =,

Dokler velja x # x za i # j, bo matrika za izra¢un utezi, velikosti 7 x 7, obrnljiva. Povedano drugace,

mogoca bo interpolacija:

f(x):wl-¢(||X—X1||)+-~+wn-¢(||X—X,, ) ®)

V enacbi (8) lahko uporabimo manj centrov, kot je vhodnih podatkov £ < 7 (to je: ¢ , ..., ¢ ), da prido-

bimo bolj enostavno funkcijo:

f(x)=w-g([x=c[) -+, -g([x-c]). ©)
Paziti je treba, da dolo¢imo optimalno $tevilo in vrednosti centrov. Z manj$im $tevilom centrov, kot je

vhodnih nevronov, nadalje zapiSemo preslikovanje vhodnih podatkov v izhodne kot:
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2.1.3 Dolocitev centrov in utezi v RBFN

Dolo¢itev strukture RBFN poteka v dveh korakih. Najprej dolo¢imo centre in velikosti vplivnega obmodja

(radija) posameznega nevrona skritega sloja, zatem izra¢unamo utezi.

Dolocitev centrov lahko poteka povsem naklju¢no, vendar je veliko bolje, da vhodne podatke razdelimo
v skupine, ki jim priredimo centre. Velikost obmodja, na katero ima posamezni nevron $e vpliv, dolo¢imo
z razdaljo podatkov posamezne skupine od centra. Razdelitev podatkov v skupine, imenovano grozdenje,
poteka s tehniko nenadzorovanega zdruzevanja podatkov v skupine (grozde), ki imajo skupne znail-
nosti. Velikokrat pri RBFN za ta namen uporabimo algoritem K-means (MacQueen, 1967). Algoritem
K-means podatke razdeli v skupine in skupini priredi sredi$¢e oziroma center. Ko so centri doloceni, jih
v nadaljevanju u¢enja z RBFN ne spreminjamo ve¢, ampak spreminjamo le vplivno obmogje (radij) in

utezi nevronske mreZe.

Ker so izhodi linearni, utezi dolo¢imo z reSevanjem enac¢be (11). To pomeni, da nevronska mreza lahko
privzame nepovratno strukturo. U¢enje za vsak vhodno-izhodni par poteka po postopku dolocitve line-
arnih enacb (enacba 8), ki jih resimo z metodo najmanjsih kvadratov.

Ce enatbo (10) poenostavimo, dobimo:

O W=Y (11)
kjer velja:
o, =l @

® je izhodna matrika skritega sloja nevronov, pri ¢emer je i-ti stolpec matrike @ pravzaprav i-ti nevron
skritega sloja. Ve¢inoma je Stevilo nevronov skritega sloja manjse od $tevila vhodnih podatkov. To pomeni,
da je ® navadno pravokotna in lahko zato za doloéitev utezi uporabimo postopek metode najmanjsih
kvadratov, kjer minimiziramo kvadratno formo E(f) = ||®W — Y||°. Na podlagi metode najmanjsih
kvadratov dolo¢imo utezi kot:

W=0Y, 0" =(0'0) @ (13)
Ko je matrika @ regularna, obstaja samo en vektor W, ki resi enacbo (11). ReSitev je torej vedno enoli¢na.
Ce je @ singularna, ne moremo enoli¢no dolo¢iti utezi. Resitev temelji na najmanjsi izratunani normi vseh
moznih resitev po metodi najmanjsih kvadratov. V tem primeru za linearni sistem Y = @ - W velja, da ob
poznanem vektorju Y neskonéno mnogo razli¢nih utezi W resi problem. Do posamezne (partikularne)
resitve pridemo z uporabo ustrezne generalizirane inverzije (®’®)-®7. Ce uporabimo psevdoinverzijo
(®'®)* D7, ima vektor W = (O’®)*®P’Y lastnost, da ima najmanj$o normo. Tudi norma diagonalnih

elementov matrike (P’®)* je najmanjsa mozna.
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Manjsa kot je norma za utezi, bolj$o aproksimacijo funkcije lahko dosezemo z uporabo konkretne struk-
ture nevronske mreze. Pri tem je pomembno vedeti, da pri nevronski mreZi z enim skritim slojem pri
nadzorovanem udenju vhodnih vrednosti utezi ni treba prilagajati, ampak jih lahko izberemo poljubno.
To pomeni, da v danem primeru pri nadzorovanem udenju izhodne vrednosti utezi obravnavamo kot
reSitev linearnega sistema enacb, ki ima analiti¢no resitev ob predpostavki, da nevroni skritega sloja
vkljucujejo eksplicitno izrazene funkcije, ki so zvezno odvedljive (Huang, 1999). Te trditve ponujajo
najbolj enostavno, najhitrej$o in najbolj u¢inkovito moznost u¢enja nevronske mreze z enim skritim

slojem nevronov.

2.1.3.1 Dodatna izboljsava u¢enja RBFN

Se boljso resitev so pokazali Chen et al. (1991) in Zhao in Huang (2002), ki so dolo¢itev utezi povezali
s postopkom optimalnega izbora tevila nevronov skritega sloja. Tu zaporedno dodajamo nove centre in
posledi¢no nevrone, ratunamo napako ter postopek ustavimo, ko je napaka aproksimacije manjsa od

dopustne. Postopek lahko opiSemo s koraki:

1. zalnemo z 7 kandidati za centre, pri ¢emer prvega Se nismo izbrali (M = 0);

2. zavse preostale kandidate za centre p = 7 — M ravnamo takole: p-ti center dodamo Ze izbranim
centrom A, izra¢unamo utezi (enacba 13) in nazadnje napako aproksimacije (enacba 3) ;

3. izberemo center z najmanj$o napako aproksimacije in pove¢amo: M = M + 1;

4. ponovimo vse od tocke 2.

Ker moramo z vsakim na novo dodanim nevronom ponovno izra¢unati utezi, je postopek zamuden.
Chen etal. (1991) so predlagali, da centre izbiramo iz niza ortogonalnih vektorjev iz matrike ®. Tako se
izognemo veckratnemu izra¢unu utezi, ker je produkt ®’® diagonalna matrika. Dolocitev utezi v vsaki
novi strukturi $e vedno poteka s psevdoinverzijo (enacba (13)), vendar je zaradi ohranjanja ortogonalnosti

centrov eden od najhitrejsih nadinov ulenja.

3 UPORABLJENE METODE Z DANIMI PODATKI

V prispevku prikazujemo prednosti uporabe nevronskih mrez z radialnimi baznimi aktivacijskimi funk-
cijami pri dolocitvi zveznih funkcij iz diskretnih podatkov. Grafi¢no in numeri¢no predstavljamo razlike

v delovanju nevronskih mrez, ¢e v skritem sloju uporabimo razli¢ne aktivacijske funkcije.

3.1 Ocena kakovosti aproksimacije
Pri oceni kakovosti aproksimacije zvezne ploskve s posamezno strukturo nevronske mreze bomo dolo¢ili:

1. oceno aproksimacije na primeru u¢nih vhodno-izhodnih parih podatkov, kar je vezano na oceno
uspesnosti ucenja, in
2. oceno aproksimacije na primeru testnih podatkov, ki jih nismo vklju¢ili v uéenje, kar je vezano

na oceno uporabnosti aproksimacijske funkcije.

Pri tem bomo dolo¢ili normirano napako aproksimacije £(f):

Zilgv)’i _f(xi ))2 ’ (14)
Zizl(}/i _y)z
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_ 1
kjerje y = FZZI\; ;. Koren srednjega kvadratnega odstopanja (angl. root mean squared error) izratu-

namo kot:

1 n 2
RMSE = \/NZH(% -f(x)) (15)
Dodatno bomo predstavili najvedje in najmanj$e odstopanje aproksimirane vrednosti funkcije na pri-
meru testnih podatkov. Pri uénem nizu nimamo tezav, ker je udenje vezano na doloditev najmanjsega
odstopanja v aproksimaciji.

3.2 Struktura nevronske mreze za obravnavani primer

V dani situaciji imamo dva vhoda v nevronsko mrezo in en izhod. Vsak vhod je vezan na eno polozajno
komponento horizontalnega polozaja v koordinatnem sistemu D96/TM (x, — e, #). Izhod vklju¢uje
podatek o visini (y, = H). Cilj uéenja je iz diskretnih podatkov pridobiti model visinske ploskve, iz

katerega bo v poljubni to¢ki mogoce dolo¢iti visino z ustrezno natanénostjo.

Nevronska mreza deluje po naslednjih korakih:

1. vzpostavitev zacetnih vrednosti aktivacijske funkcije,

2. izraun produkta vmesnega sloja nevronske mreze (enacba 10),

3.  doloditev matrike utezi (ena¢ba 13) oziroma,

4. doloéitev izhodnih vrednosti RBFN (enacba 11),

5. ocena, ali je aproksimacija za vse razpolozljive podatke v Zelenih mejah (enacba 3), pri ¢emer

predhodno dolo¢imo dopustno odstopanje. Ce ne ustreza zahtevanemu, program usmerimo
nazaj v drugi korak, kjer dodamo nevrone skritemu sloju nevronske mreze (enacba 10). Tu velja
omeniti, da tako tudi tvegamo, da bo mreza prenaudena.

3.3 Testiranje ucinkovitosti aproksimacije z razli¢nimi aktivacijskimi funkcijami

V danem primeru imamo na obravnavanem obmodju na voljo 1399 vhodno-izhodnih parov podatkov.
Gre za koordinate tock v koordinatnem sistemu D96/TM z danimi nadmorskimi viinami (slika 3), ki
smo jih privzeli naklju¢no iz digitalnega modela visin DMV 5. Podatke iz digitalnega modela visin smo
pridobili le zato, da smo lahko pokazali primernost uporabe posamezne metode na razgibanem obmo-
&ju, medtem ko bi v nadaljevanju potek terena lahko prikazali na podlagi veliko ve¢ podatkov. Visina
najnizje tocke obravnavanega primera znaga 299,965 m in najvisje 378,426 m. Ceprav ocene kakovosti
doloditve visin iz DMV 5 nismo naredili, smo v izracun privzeli vrednosti, da bi lahko primerjali kako-
vost aproksimacije z razli¢cnimi metodami. Razli¢ne nevronske mreze smo testirali na enakih u¢nih in
testnih parih podatkov, pri ¢emer smo nevronsko mrezo ucili na 874 uénih parih, medtem ko smo na
preostalih 525 podatkih testirali u¢inkovitost aproksimacije. Nadalje smo rezultate u¢enja primerjali z
rezultati modeliranja ploskev z metodo kriging. Primerjavo smo naredili v poljubno izbranih tockah na
ploskvi, za katere smo poznali visine, vendar jih nismo uporabili za modeliranje. V uéenje nevronskih
mrez smo vkljudili razli¢no $tevilo podatkov tudi zato, da smo pokazali prednosti aproksimacije ploskve,
ko na posameznih obmod¢jih nimamo dovolj podatkov.
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Slika 3: Obravnavano obmocje. Poljubno razporejeni podatki so predstavljeni to¢kovno. U¢ni podatki so na ploskvi oznaceni
z belimi krogci, s ¢rnimi kvadratki so oznaceni testni podatki.

V danem primeru smo v program vgradili moznost uporabe Gauflove, multikvadrati¢ne, inverzne
kvadrati¢ne in inverzne multikvadrati¢ne funkcije ter poliharmoni¢nega zlepka. Uspesnost u¢enja smo
preverili na testnih podatkih, kjer smo ocenili:
— najmanje odstopanje od danih testnih vrednosti 6 = = min (y — f(x));
—  najvedje odstopanje na danih testnih vrednostih § = max (y — f(x));
—  sredino odstopanja § = Z’,’_lé; | N, Kjer je N $tevilo testnih podatkov;
-

—  koren srednjega kvadratnega odstopanja RVMSE.

Preglednica 2:  Razlika med testnimi podatki in podatki, pridobljenimiz nevronskimi mrezami, ki vkljucujejo razli¢ne aktivacijske
funkcije. V vsakem ucenju smo uporabili enake ucne in testne podatke.

Gaulova ~ Multikvadrati¢na Inverzna Inverzna Poliharmoni¢ni
funkcija funkcija kvadrati¢na funkcija multrikvadrati¢na f. zlepek
3. m] -50,189 -2,348 2,072 -2,066 -1,113
s [ml 35,257 2,003 1,328 1,773 0,904
S [ml -0,324 -0,011 -0,016 -0,013 -0,008
RMSE [m] 4,663 0,523 0,387 0,447 0,204

V danem prispevku smo se omejili na uporabo manjsega stevila podatkov za ucenje nevronske mreze zato,
da bi pokazali vedjo oziroma manj$o ucinkovitost aproksimacije z razli¢no strukturo nevronske mreze.
Treba je poudariti, da bi manjso razliko med aproksimiranimi in danimi vrednostmi lahko dolo¢ili,
¢e bi imeli ve¢ vhodno-izhodnih parov podatkov. Stevilu podatkov nismo posvelali vedje pozornosti,
ker smo ugotavljali, katera radialna bazna funkcija je v danem primeru najboljsa izbira za aktivacijsko
funkcijo. Ker veliko programskih paketov v povezavi z RBEN vklju¢uje le GaufSovo radialno funkcijo
(tudi v MATLAB vgrajena funkcija), bi v danem primeru lahko rekli, da RBEN niso primerna izbira za
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aproksimacijo ploskve, saj so odstopanja na testnih podatkih prevelika (50 m, preglednica 2). Ce pojem
RBEN razsirimo na uporabo razli¢nih aktivacijskih funkcij, kot smo jih uporabili tudi mi, vidimo, da so
RBEN zelo udinkovite pri aproksimaciji vi§inske ploskve. Iz rezultatov ucenja in nadaljnjega testiranja,
ki so predstavljeni v preglednici 2, vidimo, da je bila v danem primeru najboljsa za aktivacijsko funkcijo
izbira poliharmoni¢nega zlepka. V tem primeru se izratunane visine od dejanskih podatkov, ki niso bili
vkljuceni v fazo ucenja, razlikujejo le za priblizno en meter. Na sliki 4 prikazujemo histogram odstopan;j
na testnih podatkih za primer, ko smo v RBFN uporabili razli¢ni aktivacijski funkciji. Videti je, da so

odstopanja najmanjsa in najbolje razporejena pri izboru poliharmoni¢nega zlepka (desna slika).

Slika 4:  Histogram odstopanj na testnih podatkih za RBFN, ko smo uporabili inverzno multikvadrati¢no aktivacijsko funkcijo
(levo) in poliharmonicni zlepek (desno).

Zeleli smo preveriti tudi udinkovitost aproksimacije z RBFN glede na ostale metode. Kot izhodiste
za primerjavo smo uporabili stohasti¢no metodo kriging in postopek linearne interpolacije, kjer smo
ploskev, enako kot pri RBFN, doloili na podlagi u¢nih podatkov, testni podatki pa so se uporabljali za
dolo¢itev kakovosti modeliranja. Za analizo u¢inkovitosti modeliranja smo uporabili tocke, ki so bile le

znotraj obmogja danih podatkov.

Preglednica 3:  Razlika med testnimi podatki in podatki, pridobljenimi z linearno interpolacijo in krigingom — racunano le
znotraj robov definicijskega obmocja podatkov.

Linearna interpolacija Kriging
o, [ml -2,480 -1,643
o, [ml 3,488 1,110
S lml 0,001 -0,015
RMSE [m] 0,523 0,311

Izracuni (preglednici 2 in 3) so na danem primeru podatkov pokazali prednost uporabe nevronske mreze
pred drugimi metodami. Najvedje odstopanje z RBFN modeliranih od danih vrednosti v absolutnem
smislu znasa priblizno en meter. Rezultati uporabe radialne nevronske mreze s poliharmoni¢nim zlepkom

za aktivacijsko funkcijo (6. stolpec v preglednici 2) so zelo podobni rezultatom kriginga (3. stolpec v
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preglednici 3). Histogram odstopanj na testnih podatkih za RBEN s poliharmoni¢nim zlepkom in za
metodo kriging prikazujemo na sliki 5. Porazdelitev odstopanj je obakrat podobna, ve¢ina odstopanj je
med —0,5 in 0,5 metra.

Slika 5: Levo - histogram odstopanj na testnih podatkih za RBFN (poliharmonicni zlepek); desno — histogram odstopanj za
kriging.

4 RAZPRAVA O REZULTATIH

Na podlagi pridobljenih rezultatov lahko re¢emo, da je uporaba nevronskih mrez z radialnimi baznimi
funkcijami smiselna izbira aproksimacije za viSinsko ploskev. Iz rezultatov v preglednici 2 je razvidno,
da ni vsaka struktura nevronske mreze primerna za reevanje posameznega problema. V dani situaciji
smo z nevronsko mrezo z Gauflovo aktivacijsko funkcijo dobili rezultate, na podlagi katerih smo lahko
ugotovili, da RBFN niso primerne za uporabo. Sele nadaljnja analiza razli¢nih uporab aktivacijskih
funkcij je privedla do ocene primernosti uporabe RBFN. V nasem primeru se je kot najbolj u¢inkovita
izkazala uporaba poliharmioni¢nega zlepka za aktivacijsko funkcijo. Razli¢ni avtorji navajajo, da splosnega
pravila, katero aktivacijsko funkcijo v posameznem primeru uporabiti, ni, zato je treba aproksimaacijo
z RBFN narediti z razli¢nimi aktivacijskimi funkcijami. O povezavi med obliko vhodnih podatkov (na
primer podatki z velikimi/manj$imi spremembami v vrednostih) in uporabo aktivacijske funkcije lahko
le sklepamo, prakti¢ne resitve e ne poznamo. Kakovost aproksimacije je $e vedno pogojena s koli¢ino
podatkov, ki jih imamo na voljo. Ce bi na testnem obmodju dolo¢ili ve¢ vhodno-izhodnih parov podatkov
za ucenje, bi bila tudi kakovost aproksimacije v smislu najvedjega/najmanjSega odstopanja boljsa. Vendar
se to praviloma nanasa na vse metode modeliranja ploskev. Tako pri uporabi RBFN kot pri drugih me-
todah je treba imeti na voljo tudi podatke, ki jih ne uporabimo za modeliranje, ampak jih uporabimo
naknadno za oceno kakovosti modeliranja. V nadaljevanju bi bilo dobro preveriti delovanje nevronske
mreZe zunaj definicijskega obmodja danih podatkov in opredeliti kakovost aproksimacije $e z drugimi

metodami (na primer kolokacija po metodi najmanjsih kvadatov).
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5 SKLEP

V prispevku smo zeleli prikazati lastnosti uporabe nevronskih mrez z razli¢nimi radialnimi baznimi
aktivacijskimi funkcijami na prakti¢nem primeru aproksimacije viSinske ploskve. Nevronske mreze
v zadnjem Casu uporabljajo kot alternativo Ze znanim in preizku$enim metodam, in izkazale so se za
ucinkovito orodje, predvsem tam, kjer nimamo na voljo dovolj podatkov oziroma so ti obremenjeni
s Sumom. Pokazali smo, da je nevronska mreZza, ¢eprav ne temelji na upostevanju zaporednih mate-
mati¢nih korakov modeliranja, primerno orodje za dolotitev zveznih funkcij, ki jih potrebujemo za
grafi¢ne izrise, izracun to¢k med diskretnimi podatki ali za nadaljnje ra¢unanje prostornin z dolo¢enim

naborom podatkov.

Kljub dobri aproksimaciji v povezavi z RBEN $e vedno ostajajo nerazresena vprasanja. Naprej se nave-
zujejo na izbor aktivacijske funkcije v skritem sloju. Tako kot navajajo drugi avtorji, smo tudi v danem
primeru prisli do ugotovitve, da je najboljsi izbor strukture nevronske mreZe vezan na veckratno uporabo
razli¢nih nevronskih mrez (z razli¢nimi aktivacijskimi funkcijami) na istem nizu podatkov in na oceni, s
katero strukeuro pridobimo najboljse rezultate. Predvidevamo, da je izbor aktivacijske funkcije v skritem
sloju odvisen tudi od podatkov, ki jih obdelujemo. Enako velja za predstavitev u¢inkovitosti nevronske

mreZe na primeru »problemati¢nih podatkove, ki lokalno odstopajo od drugih podatkov.

Kakovost aproksimacije je zelo odvisna od izbora oziroma razdelitve podatkov na uéne in testne. Ce
izbor delamo naklju¢no, kar je navadno vezano na vegje Stevilo podatkov, je dobro udenje ponoviti na
razli¢nih kombinacijah u¢nih in testnih podatkov, saj v¢asih razdelitev podatkov vodi do problematike
neupostevanja lokalnih znadilnosti poteka ploskev. Izbor lahko naredimo tudi naklju¢no ob predhodnem
hitrem pregledu podatkov, kjer postavimo zahtevo, da pri vegjih odstopanjih podatkov glede na prehodne

vrednosti izberemo del podatkov, ki bo vedno vkljucen v skupino u¢nih podatkov.

Uporaba nevronske mreZe z radialnimi baznimi funkcijami na danem primeru se je izkazala kot u¢inko-
vito orodje aproksimacije, ki ima zaradi nepovratne strukture prednosti v hitrosti u¢enja. V prihodnosti
bi bilo morda smiselno u¢ni algoritem povezati s $e bolj kompleksnimi aktivacijskimi funkcijami in
narediti analizo, katero aktivacijsko funkcijo uporabiti, ko imamo na voljo razli¢no $tevilo in razli¢no

razporeditev diskretnih podatkov.
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